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El ca´lculo de los te´rminos de la matriz de rigidez de un elemento ﬁnito viene dado por integrales mu´ltiples
de funciones racionales, lo cual amerita un alto costo de tiempo de CPU. En el presente trabajo analizare-
mos esta matriz para el elemento ﬁnito hexae´drico de 8 nodos con tres grados de libertad por nodo para
problemas de elasticidad tridimensional y para este elemento en particular, el denominador del integrando
es un polinomio en tres variables.
La matriz de rigidez es de orden 24 × 24, sime´trica y esta´ particionada en 64 bloques de orden 3 × 3, co-
rrespondientes a la incidencia de los grados de libertad de cada par de nodos. As´ı, se presenta un conjunto
de ecuaciones, donde dado un te´rmino de la matriz de rigidez que no pertenece a la diagonal principal del
bloque que le corresponde, se puede calcular directamente el otro te´rmino del mismo bloque que esta en
posicio´n sime´trica con la diagonal principal del bloque. Estas ecuaciones relacionan un total de 84 pares
de te´rminos de la matriz de rigidez, lo que representa un ahorro superior al 28% del total de 300 te´rminos
que deﬁnen la matriz. Adema´s, se mantiene la precisio´n con que se calculan los te´rminos a introducir en las
ecuaciones.
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RELATIONS BETWEEN THE TERMS OF THE STIFFNESS MATRIX OF A FINITE ELEMENT
THREE-DIMENSIONAL HEXAEDRIC OF EIGHT NODES
Summary
To calculate the terms of stiﬀness matrix of one ﬁnite element have to resolve multiple integrals of rational
functions, this requires very large CPU time. In this paper, we will analyze that matrix for the ﬁnite hexaedric
element of nodes eight with three degrees of freedom (DOF) are assumed at each node for three-dimensional
elasticity and for this element particularly the denominator of integrating in a polynomial in three variables.
The stiﬀness matrix is order 24×24 and symmetric, only 300 elements are needed. This is divided in 63 block
of order 3× 3 correspondent to the incident of the degrees of freedom for each par of nodes. In this article is
presented a set of equations that relates g the terms of stiﬀness matrix of a ﬁnite element three-dimensional
hexaedric of eight nodes correspondent to the orthogonal degrees of freedom. These equations give a saving
of 28% of CPU time.
Keywords: hexaedric ﬁnite element, stiﬀness matrix.
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INTRODUCCIO´N
El me´todo de los elementos ﬁnitos probablemente es una de las te´cnicas ma´s utilizadas
en la ingenier´ıa, la cual permite la deﬁnicio´n de un gran nu´mero de condiciones de contorno
y tambie´n la deﬁnicio´n de geometr´ıas muy complejas. Uno de los problemas que invierte
mayor complejidad es el ca´lculo de la matriz de rigidez, utilizando elementos ﬁnitos tri-
dimensionales, debido a la complejidad de las integrales triples a resolver. Esto se debe a
que en el integrando aparecen funciones racionales con un polinomio en tres variables como
denominador.
Al analizar las matrices de rigidez de los elementos cuadrila´teros planos de 4 y 8 nodos,
se observaron que exist´ıan te´rminos iguales en las matrices de rigidez para estos elemen-
tos ﬁnitos, cumplie´ndose para cualquier valor de las coordenadas nodales. Esto motivo´ la
bu´squeda de relaciones entre los te´rminos de la matriz de rigidez, correspondiente a estos
elementos planos; obteniendo ecuaciones lineales que relacionan estos te´rminos, indepen-
dientemente del me´todo utilizado para calcular la matriz de rigidez.
Este trabajo generaliza los resultados encontrados en trabajos anteriores en el plano
extendie´ndolo al caso tridimensional. Espec´ıﬁcamente en este trabajo se trabaja con el
elemento hexae´drico de 8 nodos, cuya matriz de rigidez es de orden 24× 24 y sime´trica. El
uso de esta´ te´cnica reduce el nu´mero de ca´lculos a efectuar en la bu´squeda de la matriz de
rigidez del elemento ﬁnito ﬁjado aca´, y como consecuencia reducira´ los tiempos de ca´lculo
en computadora.
FORMULACIO´N
Se inicia la formulacio´n con la siguiente conﬁguracio´n de nodos, en los cuales se adoptan
tres grados de libertad por cada nodo como se observa en el elemento ﬁnito hexae´drico de
ocho (8) nodos de la Figura 1.
 
Figura 1. Conﬁguracio´n de nodos y grados de libertad por nodo
En los medios continuos, se utiliza el me´todo de elementos ﬁnitos (MEF) para calcular la
matriz de rigidez, el cual se basa en el me´todo de los desplazamientos. Primero se transforma
el elemento ﬁnito general deﬁnido en el espacio Cartesiano XYZ a otro espacio normalizado
llamado espacio Gaussiano ξηζ, relacionando ambos espacios mediante una transformacio´n
de coordenadas T.
Al ubicarse en el espacio Gaussiano ξηζ, es necesario usar funciones de forma, las cuales
deﬁnen la geometr´ıa y los campos de desplazamientos. Las funciones de forma dependen de
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las coordenadas del elemento ﬁnito hexae´drico en el espacio normalizado. Una propiedad
fundamental de estas funciones es la de tomar el valor ”1” en el nodo en estudio y ”0” en
















(1 + ξ) (1 + η) (1 + ζ) N8 =
1
8
(1 + ξ) (1 + η) (1− ζ)
As´ı, la transformacio´n isoparame´trica de coordenadas que relaciona los espacios XYZ y












Ni (ξ, η, ζ) zi
Los te´rminos de la matriz de rigidez del elemento ﬁnito a trabajar se obtienen al calcular





Donde la matriz constitutiva de para´metros ela´sticos (D), es como sigue:
D =
E(1− ν)
(1 + ν)(1− 2ν)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 E1 E1 0 0 0
E1 1 E1 0 0 0
E1 E1 1 0 0 0
0 0 0 E2 0 0
0 0 0 0 E2 0
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Bti (ξ, η, ζ)DBj (ξ, η, ζ) |J|dξdη dζ (8)



































Si se desarrollan los integrandos dados en (8), se obtiene:
BtiDBj|J| =
E(1− ν)




NixNjx + E2(NiyNjy + NizNjz) E1NixNjy + E2NiyNjx E1NixNjz + E2NizNjx
E1NiyNjx + E2NixNjy NiyNjy + E2(NixNjx + NizNjz) E1NiyNjz + E2NizNjy




Adoptaremos la siguiente notacio´n para las integrales de los bloques dados en (8),⎛
⎝ M1 M2 M3M4 M5 M6
M7 M8 M9
⎞
⎠ = E(1− ν)






S [NixNjx + E2(NiyNjy + NizNjz)] |J | dV
∫∫∫
S [E1NixNjy + E2NiyNjx] |J | dV∫∫∫
S [E1NiyNjx + E2NixNjy] |J | dV
∫∫∫
S [NiyNjy + E2(NixNjx + NizNjz)] |J | dV∫∫∫
S [E1NizNjx + E2NixNjz] |J | dV
∫∫∫
S [E1NizNjy + E2NiyNjz] |J | dV∫∫∫
S [E1NixNjz + E2NizNjx] |J | dV∫∫∫
S [E1NiyNjz + E2NizNjy] |J | dV∫∫∫
S [NizNjz + E2(NixNjx + NiyNjy)] |J | dV
⎞
⎠ (14)
Donde S es el cubo unitario [-1,1]x[-1,1]x[-1,1]. Ahora, con un simple desarrollo alge-
braico y de las ecuaciones (5) y (6) se demuestra que:
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M3 −M7 == E(4ν − 1)2(1 + ν)(1− 2ν)
∫∫∫
S
(NixNjz −NizNjx) |J|dV (15)




El teorema que se presenta a continuacio´n representa las relaciones anteriores en te´rmi-
nos de las coordenadas nodales multiplicadas por coeﬁcientes obtenidos por integraciones.
Teorema. Dadas los coordenadas nodales (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (x4, y4,
z4), (x5, y5, z5), (x6, y6, z6), (x7, y7, z7), (x8, y8, z8) del elemento ﬁnito en estudio, entonces
se tiene que




















(NiηNjζ −NiζNjη)Nkξ − (NiξNjζ −NiζNjξ)Nkη + (NiξNjη −NiηNjξ)NkζdV
(17)
Demostracio´n













































































Adema´s de utilizar las letras en negritas para denotar ﬁlas o columna conformada por





















































Luego, parte del integrando de la primera ecuacio´n de (15), se puede expresar como:












∣∣ dNj dy dz ∣∣ (25)
Es fa´cil probar que el determinante del producto de dos matrices cuadradas es el pro-
ducto del determinante de las matrices, el determinante de la transpuesta de una matriz es
igual al determinante de la matriz y usando el punto para identiﬁcar el producto escalar
entre ﬁlas y columnas, tenemos






















































zk ((NiηNjζ −NiζNjη)Nkξ + (NiξNjζ −NiζNjξ)Nkη + (NiξNjη −NiηNjξ)Nkζ)
Por u´ltimo
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=
E(4ν − 1)














Con C[i,j](k) dado como en (17).
Ana´logamente se pueden demostrar las otras dos igualdades.
Observacio´n. En total 224 coeﬁcientes que acompan˜an a las coordenadas nodales son
calculados una u´nica vez con el paquete matema´tico Maple V, para luego ser utilizados de
manera directa en las ecuaciones (16). A continuacio´n en la Tabla I, se presenta el valor
de cada C[i,j](k) para cada par de nodos, como se podra´ apreciar en su mayor´ıa todos son
iguales a cero o toman el valor 1/12 o -1/12.
i j C[i,j](1) C[i,j](2) C[i,j](3) C[i,j](4) C[i,j](5) C[i,j](6) C[i,j](7) C[i,j](8)
1 2 0 0 -1/12 -1/12 1/12 1/12 0 0
1 3 0 1/12 0 -1/12 0 0 0 0
1 4 0 1/12 1/12 0 -1/12 0 0 -1/12
1 5 0 -1/12 0 1/12 0 -1/12 0 1/12
1 6 0 -1/12 0 0 1/12 0 0 0
1 7 0 0 0 0 0 0 0 0
1 8 0 0 0 1/12 -1/12 0 0 0
2 3 -1/12 0 0 -1/12 0 1/12 1/12 0
2 4 -1/12 0 1/12 0 0 0 0 0
2 5 1/12 0 0 0 0 -1/12 0 0
2 6 1/12 0 -1/12 0 1/12 0 -1/12 0
2 7 0 0 -1/12 0 0 1/12 0 0
2 8 0 0 0 0 0 0 0 0
3 4 -1/12 -1/12 0 0 0 0 1/12 1/12
3 5 0 0 0 0 0 0 0 0
3 6 0 1/12 0 0 0 0 -1/12 0
3 7 0 1/12 0 -1/12 0 1/12 0 -1/12
3 8 0 0 0 -1/12 0 0 1/12 0
4 5 -1/12 0 0 0 0 0 0 1/12
4 6 0 0 0 0 0 0 0 0
4 7 0 0 1/12 0 0 0 0 -1/12
4 8 -1/12 0 1/12 0 -1/12 0 1/12 0
5 6 -1/12 -1/12 0 0 0 0 1/12 1/12
5 7 0 0 0 0 0 -1/12 0 1/12
5 8 1/12 0 0 1/12 0 -1/12 -1/12 0
6 7 0 -1/12 -1/12 0 1/12 0 0 1/12
6 8 0 0 0 0 1/12 0 -1/12 0
7 8 0 0 -1/12 -1/12 1/12 1/12 0 0
Tabla I. Valores de los coeﬁcientes
Observando las ﬁlas que son completamente nulas concluimos, que los bloques corres-
pondientes a los pares de nodos (1,7), (2,8), (3,5) y (4,6) deben ser sime´tricos ya que los
te´rminos de lado derecho en las ecuaciones (16) dan cero.
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Ejemplo. Dado el elemento ﬁnito hexae´drico con nodos en la Tabla II, con E=1 y ν=0,
podemos calcular los te´rminos de la matriz de rigidez por cuadratura Guassiana de orden
2× 2 (Tabla III), y expresarla en bloques para cada par de nodos.
 
xk yk zk
1 -1 -2 -1
2 -2 -2 3
3 3 -1 4
4 3 -1 -2
5 -2 3 -1
6 -2 3 3
7 5 3 3
8 4 3 -2
Tabla II. Coordenadas de los nodos
Recordemos que la matriz de rigidez es sime´trica, por lo que los bloques correspondientes
a nodos iguales son tambie´n sime´tricos.
Se puede ver tambie´n que efectivamente se cumple la observacio´n dada antes del ejemplo
ya que los pares de nodos (1,7), (2,8), (3,5) y (4,6) son sime´tricos.
Para comprobar la veracidad del teorema tomaremos el bloque correspondiente a los
nodos i=3 y j=7. Si tomamos de la tabla solo los te´rminos
M4= 0.2370207428, M7=0.1089046801, M8=-0.2467547179
Ahora por el teorema,
M2 = −1/2(1/12 z2 + (−1/12) z4 + 1/12 z6 + (−1/12) z8) + M4
= −1/24(3− (−2) + 3− (−2)) + 0,2370207428
= −0,1796459239
M3 = −1/2(1/12 y2 + (−1/12) y4 + 1/12 y6 + (−1/12) y8) + M7
= −1/24(−2− (−1) + 3− (3)) + 0,1089046801
= 0,06723801343
M6 = −1/2(1/12 x2 + (−1/12) x4 + 1/12 x6 + (−1/12) x8) + M8
= −1/24(−2− 3 + (−2)− 4)− 0,2467547179
= 0,2115761543
Para una mayor precisio´n de los resultados obtenidos, se puede extraer el factor comu´n
1/12 y reeditar la Tabla I, de manera que la conformen solo los valores 0, 1 y -1.
La siguiente tabla muestra la matriz de rigidez del elemento ﬁnito dado, en bloques para
cada par de nodos.
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i= 1, j = 1
 i= 1, j = 2
 i= 1, j = 3
 i= 1, j = 4
 i= 1, j = 5
 i= 1, j = 6
 i= 1, j = 7
 i= 1, j = 8
 i= 2, j = 2
  i= 2, j = 3
i= 3, j = 6
i= 3, j = 7
 i= 3, j = 8
 i= 4, j = 4
 i= 4, j = 5
 i= 4, j = 6
 i= 4, j = 7
 i= 4, j = 8
 i= 5, j = 5
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 i= 2, j = 4
 i= 2, j = 5
 i= 2, j = 6
 i= 2, j = 7
 i= 2, j = 8
 i= 3, j = 3
 i= 3, j = 4
 i= 3, j = 5
i= 5, j = 7
 i= 5, j = 8
 i= 6, j = 6
 i= 6, j = 7
 i= 6, j = 8
 i= 7, j = 7
 i= 7, j = 8
































































































































































































































































Tabla III. Bloques que conforman la matriz de rigidez del elemento
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CONCLUSIONES
Como conclusio´n podemos resaltar que se encontro´ una nueva forma de ca´lculo de
algunos de los te´rminos que conforman la matriz de rigidez del elemento ﬁnito de forma
hexae´drica de ocho nodos, la cual puede seguir extendie´ndose a otro tipo de elementos
ﬁnitos tridimensionales o planos.
Las ecuaciones obtenidas para este elemento ﬁnito nos proporciona una reduccio´n del
28% de los ca´lculos de los te´rminos de la matriz de rigidez del elemento, la cual se transforma
en un ahorro sustancial del tiempo de CPU, cuando el continuo en estudio es discretizado
en un nu´mero excesivamente alto de elementos ﬁnitos.
La precisio´n de los resultados es la misma de los te´rminos introducidos en las ecuaciones
obtenidas.
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